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Instrucciones: o NO HAY CONSULTAS. Las respuestas sin desarrollo o sin justificacién, no dan puntaje.
e Queda prohibido el uso de calculadoras programables, formulario y celulares.
e La prueba dura 100 minutos.

1) [10 ptos.] El profesor Xavier acaba de entregar las notas finales de Célculo 11
a sus estudiantes. A modo de broma, el profesor le envié su nota final a uno
de sus estudiantes de la siguiente manera: Estimado, su nota final fue de un
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Lamentablemente, este estudiante se perdio la clase de integrales definidas,
por lo que le solicita a usted ayudarlo mediante sumas de Riemann para saber
si aprobd o no el curso. ;Cudl es la situacion final de este estudiante?

2) [15 ptos.] Sea f una funcién derivable y positiva tal que

f()
/O tdt = (f(x))? - Cx

para todo x > 0 y para cierta constante C' € R. Establezca una condicion
sobre C' de tal manera que f sea decreciente para todo x > 0.

3) [12 ptos.] Sea R la regién del plano delimitada por las curvas y = In(z), y = 2
y x = 1.

a) [6 ptos.] Calcule el area de la region R.

b) [6 ptos.] Calcule el volumen del sélido de revolucién generado al rotar la
region R en torno al eje Y.

4) (8 ptos.] Exprese, sin calcular, la integral que corresponde al volumen del
solido de revolucion generado al rotar la region S en torno a la recta y = —1,
donde S es la regién delimitada por las curvas y = 2> —ley = + 1.

5) [15 ptos.] Demuestre que

1 3
/ arc cos®(x)dx = 2/ y cos(y)dy.
0 0

Ayuda: No es necesario calcular cada integral por separado.




DESARROLLO

1) Considerando una particién uniforme en n subintervalos con selectores iguales
a los extremos derechos respectivos, se tiene que
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de donde resulta que
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por lo que el estimado estudiante reprobé Calculo I1.

2) Derivando a ambos lados de la igualdad se tiene por el Teorema Fundamental
del Célculo que

f(@)f' () =2f(z)f'(x) = C (6 pts.).
De la igualdad anterior se tiene que
f@)f'(x) =C,
y como f es una funcién positiva (2 pts.) se tiene que
C
f(x)

por lo que C' debe ser un real positivo para que f/'(z) > 0y asi f sea creciente
(3 pts.).

f(z) = (4 pts.)



3) a) La regién R es la siguiente:

R
(2 pts.)
Viendo a R como una region sobre el eje X, se tiene que el area A de R
es

2

A= / 2 — In(x)dx (2 pts.)
1

= (3z — zln(z)) 1
=e?—3. (1 pt.)

(3 pts.)

b) Usando el método de los casquetes cilindricos se tiene que el volumen V/
del sélido pedido es

2

V =2r /16 z(2 — In(z))dz (2 pts.)

(3 pts.)

(4 pts. incluyendo la obtencién de intersecciones de curvas)

Aplicando el método de los discos con eje de rotaciéon y = —1 se tiene que el
volumen V' pedido esta dado por

V:W/_ (:B+1—(—1))2—(x2—1—(—1))2dx:7r/ (5+2)2 — atda (4 pts)

1 -1



5) Demostrar la igualdad solicitada es lo mismo que demostrar que

1 3
7T/ arc cos’(x)dx = 27r/ ycos(y)dy. (2 pts.)
0 0

La integral de la izquierda representa el volumen del sélido generado al rotar
la curva y = arccos(z) en torno al eje X, entre z = 0 y = 1, considerando
el método de los discos. (5 pts.). Ahora, considerando el método de casquetes
cilindricos, este volumen se puede obtener haciendo el cambio

y = arccos(z) = x = cos(y),

™

de donde ademas se tiene que y € [0, 5] (2 pts. por todo el cambio), por lo

que el volumen estd dado por

27T/2 ycos(y)dy. (5 pts.)
0

Como el volumen es el mismo, ambas integrales tienen el mismo valor (1 pt.)



